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1 Primitive et intégrale d’une fonction continue

1.1 Intégrale indéfinie

Définition 1.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I C R. On appelle primitive de f s’il
existe, toute fonction F définie sur I telle que

Vo eI, F'(z) = f(x).
Proprété 1. Si G est une primitive de f, alors
Vo e 1, G(z) =F(z)+ C, C est une constante.

Définition 1.2. (Intégrale indéfinie)
On note [ f(t)dt = F(t) + C pour signifier que F est primitive de f. On dit que [ f(t)dt est
lintégrale indéfinie de f.



Théoréme 1. (Théoréme fondamental de ’analyse)
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. Soit a € 1 alors la fonction F : I — R définie par

F@ﬂ:i/wf@Mt

est de classe C' sur 1 et est la seule primitive de f qui s’annule en a. F' = f et F(a) =0

Théoréme 2. (Ezistence)
Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur cet intervalle.

Corollaire 1. (Calcul d’intégrale)
Soit f: 1T — R une application continue sur le segment [a,b] C 1. Soit G une primitive de f sur
[a,b] alors lintégrale de f sur |a,b] est donnée par

b
[ e =611 = 60) - Gla).
a
Preuve Comme la fonction f est continue sur 'intervalle I, elle admet comme primitive sur I la

fonction F' du théoreme fondamental. Soit G une primitive quelconque de f sur I. Il existe ¢ € R
tel que G = F + c¢. Par conséquent

b
/f@ﬁzmw—m@:w@+q—w@+q:qm—m@

Théoréme 3. Théoréme fondamental de l’analyse (deuziéme forme)
Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle I de R. Soit a € 1. On a

b
f@—ﬂ@=/ﬂ@ﬁ

/" est continue et est donc bien intégrable sur tout segment [a, b] de I. De plus f est une primitive
de f’ sur I. Appliquant le résultat précédent. O



1.2 Primitives des fonctions usuelles

’ Fonction ‘ Domaine de définition ‘ Primitive
n4+1
(2", neN\{-1} [R [ 25 +C
N xoz—i—l o
@ R\{-1} | R*
1 *
- R In(|z|)
]sinx ‘}R ‘ —cosz+C
‘ CcoS T ‘ R ‘ sinx +C
| tana | |- 5 +km,5+kn[ | In(Jcosz|) +C
1
p—— | =5 +km, § +kn| tanz + C
‘ e ‘ R ‘ e +C
sinh x R coshx +C
cosh x R sinhx + C
1
2 R tanhz + C
cosh
1
—_—— | —1,1] arccosx + C
V1—22
1
—_— | —1,1] arcsinz + C
V1—22
1
71 R arctanx + C
z
1
—_— | — o0, —1] Injz + V22 -1+ C
V2 —1
1
T | —1,+00] argcoshz =In|z + Va2 — 1|+ C
x J—
1
\/Tﬁ R argsinhx—‘rc
1
1.2 | —1,1] argtanhz + C




1.3 Calcul de primitives et d’intégrales

Théoréme 4. (Integmtion par parties). Soient f,g: I — R deuz fonctions de classe C'. Alors

— [ F@y@ids = f)g@) - [ Fa)g @)z

— Si I =|a, b] alors
b b
/ f(@)d (x)de = [f(z)g()]; —/ f'(z)g(x)dz
Preuve.

Par opérations sur les fonctions de classe C! sur I, la fonction fg est de classe C! sur I. On a donc

b b b b
(f9)(a) — (fg)(b) = / (fg) (x)dz = / (F'o)() + (f9)(x)dw = / (f'g)(@)dz + / (f¢)(@)dz

Remarque 1.1. Pour calculer une intégrale de la forme f; h(zx)dx, il suffit d’écrire la fonction
sous la forme h(z) = f(x)d'(x).

Théoréme 5. (Changement de variable) Soit f : 1T — R continue et ¢ : J — I une fonction de
classe C1 et strictment monotone.
— Si F' est une primitive de f alors

/ [t (Dt = F(p(t)) + C
— Sil=[a,b] alors

b ¢~ L(b)
/ f(@)de = / () (Bt
a ¢~ 1(a)

On dit qu’on a realisé le changement de variable x = ¢(t)

Démonstration.
Comme ¢ est continue sur J et strictment monotone (croissante), elle est bijective sur J. Soit «, 5 € J
tel que p(a) = a et () = b, alors

b
/ f(@)dz = F(b) = F(a) = F(¢(B)) = F(p(a)) = (Fop)(B)) = (Fop)(a))

Par ailleurs, (F o ¢) est une fonction de classe C! comme composée d’applications de classes C!,
donc

b B B @~ (b)
z)dzr = Foo)(t)dt= | F'(p(t)¢(t)dt = )¢ (t)dt
[ e [ roprwn= [ Pewidwa= |7 euneo

2 Meéthodes élémentaires pour le calcul de primitives

2.1 Décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples

R(x)
Q)

degR < degQ), s’écrit d’une et une seule facon comme somme d’éléments simples.

Théoreme 6. Toute fraction rationnelle ou R(z) et Q(x) sont deux polynémes tels que



Soit
Q(z) = cAi(x)... Ap(z)Bi(x) ... By(x)
la décomposition du dénominateur Q(z) en polynémes irréductibles sur R avec ¢ une constante et,
pour tout e =1,...,pet 5 =1,...,q,

Ai(z) = (x —a))™ et Bj(x) = (2?2 +bjz+¢;)™ ou bj? —4c¢; < 0.
Alors

i=1 j=1
F, = ! T (CMiERZ—l ),
= (@ —a)
mi
Bix +7
G; = J J v, €ER =1
J (22 4+ bjz + ¢j)F’ (B3> J )

2.2 Calcul des primitives

1. Calcul de / — % _dx
x —a)
— Si k=1 alors
/ dr =aln|z —a|+C
(z —a)
— Sik > 1 alors )
1% «
de = C.
/(m—a)k TR @—a "
px+

2. Calcul d .
aleu e/(xz—kbx—kc)k

Pour commencer, on le décompose sous la forme

/ Bx +~ ﬁ/ 2¢ + b . y _bﬂ)/ 1 d
(:c2—|—bx+c (22 + bz + c)k T (22 + bz + c)k
2x+b
Icul d dx.
(a) Calcu e/(x2+bx+c)k b
— Si k=1 alors 2w+ b
x
- —In(z®+0b .
/(x2+bx+c) n(z”+br+c)+C
— Si k> 1 alors
2+ 1 1
. dr = C.
/(:c2+ba:+c)k v (1—k)(a:2+bm+c)k—1+
1

Icul d .
(b) Calcul de / Z T bxt ok
On a b? — 4c¢ < 0, alors

2
1 de — 12
2’ +br+c = (ac+2b)2+<c2>

2
Vie — b2>
2

1
= (z+a)*+3% avec a:2b,(52:<
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Ainsi

1 1 1 1
/(962—|—ba:—|—c)kd$:/((x—|—a)2+52)kdx:62’“/((zj§")2+1)kdm

On fait le changement de variable u = m;“ et on obtient

/ 1 o 1/ 1
($2+bx+c)kx_52k71 (u2 + 1)F .

— Si k=1 alors

1
/ mdm = arctanu + C.

— Si k> 1 soit

1
Ii(x) :/Mdu.

En utilisant une intégration par parties, on montre que, pour tout k& € N* et tout
r €R,

x

I (z) = i [(% ~ DI(@) + G

et les termes d’ordre supérieur s’obtiennent par récurrence.

(2.1)

1 1 T
IQ((E) = /(u2+1)2du = 5 [arctanx + m- + C

1 3 z 1 x
I — _— = — - _
3(z) /(u2+1)3du 3 [arctanm+ (1+x2)} + N +C

Exemple - Nous allons calculer I’intégrale

1
0o T — 16

Effectuons d’abord la décomposition en éléments simples de _*75. On a

T T a b cr+d

4 —16 (2 —2)(z+2)(z2 +4) e R

En multipliant les deux membres de cette égalité par x — 2 et en faisant = = 2, on obtient
2 1

(24+2)(4+4) 16

De la méme maniére, on obtient b = %. Puisque la fraction rationnelle est impaire on déduit
que d = 0. Pour calculer ¢, on prend = =1 et on obtient

1111 e

15 6 3 16 5
et donc c = fé. Ainsi
T 1 1 1 T
ZA-16 8 (2(952) Tty ;1:2+4)
et donc
1
/0 ﬁdm = = (; [ln|z — 2\](1) + % [In |z + 2|](1) — % [ln(m2 + 4)];)

1
8
1 (—In2+In3—-In2—-In5+2In2) = ilng
16 16 5



2.3 Intégrales de types [ = /F(:c,:crs;xg; ....;xz>da:

Pour calculer ces intégrales, on pose le changement de variable
z=tF

ol k est le dénominateur commun de °*; g; U

dr = kt*1dt

donc

I:/R@ﬁ

ou R(t) est une fraction rationnelle.
Exemple - Nous allons calculer I’intégrale

Vad +1
o}

zi+1

On effectue le changement de variable z = t*, alors on a

on a

R(z) =

5

2 t
I= a°dt =4 | ——dt.
341 341

e B 1387
3+1 3 +1 3t34+1°

Or

On déduit alors que

1 1 1 1
I:4(3t3—31n|t3+1|> +C:4<3\47x73—3ln|\47x73+1|> +C

b m
2.4 Intégrales de types [ = /F x, { (ax+ ) dx
cr+d

Pour calculer ces intégrales, on pose le changement de variable

axr +b _n
cr +d
et on calcule x en fonction de ¢.
dt" —b
T = .
a — ct"

Ainsi
ndt"(a — ct™) + net"H(dt" — b)

dt.
(a — ct™)?

dr =

On déduit alors que

1:/3@&
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ou R(t) est une fraction rationnelle.
Exemple - Nous allons calculer 1’intégrale

/1 vr+4
dx.
0 X
On effectue le changement de variable z + 4 = t2. On déduit alors que
dx = 2tdt.
Ainsi
Ve +4 VB 92
de = 5 dt
0 X 2 te — 4
Vi _g44
= 2 ———dt
9 2 -4

= 20t +Inft—2 —Inft+2)°.

2.5 Intégrales de types /[ cos™ zsin™ zdx ou [ cosh” zsinh™ xdx

Pour calculer ces intégrales on distingue trois cas :

1. Sin =2p—+ 1. On effectue le changement de variable ¢ = sinz, alors on a
/ cos?P xsin™ xdr = /(0052 x)P sin"™ x cos xdx
= /(1 — sin? z)P sin™ z cos zdx
= /Q—RVWﬁ
de méme on fait le changement de variable ¢ = sinh z, on a
/ cosh® ™! zsinh™ zdx = / (cosh? 2)P sinh™ x cosh zdx:
= /(1 + sinh? )P sinh™ z cosh zdx
= /(1 + t2)Pt™ dt.
2. Sim =2p+ 1. On effectue le changement de variable t = cos x, alors on a
/ sin? ! zcos" zdr = /(sin2 x)P cos" x sin xdx
= /(1 — cos® x)P cos™ z sin zdx

= —/(1 — 12)P¢"dt



de méme on fait le changement de variable t = cosh x alors on a
/ sinh® ™! z cosh” zdx = / (sinh? 2)? cosh™ x sinh dx
= /(cosh2 x — 1)P cosh™ z sinh xdx
= / (t? — 1)Pt"dt.

3. Si n et m sont paires on utilise les formules d’Euler

eZCE + e—l(E . ell‘ _ 6—Z$
cosr = ——— sing = ——
2 ’ 2 ’
T —X X —X
e’ +e . e’ —e
coshx = —5 et sinhz = —

et pour calculer cos™ x et sin” z on utilise la formule du binéme de Newton
n

n n! kin—k
k=0

/sin6 xdz, /Sinh6 rdz.

En utilisant la formule du binéme et la formule d’Euler, on obtient

Exemple - Nous allons calculer

1 6
N} _ 1T —x
/bln zdx = ~61 (e —e ) da

1

— _@ (<676zz 4 erz) _ 6(67411 4 64135) 4 15(67211 + €2w) _
1

= 3 (cos 6x — 6 cos4x + 15 cos 2x — 10) dz
1 3 15 5

= —@smﬁl‘—ka&nllx—@stl‘—FEl‘—FC

Le méme calcul que précédemment, on trouve

1 1
/sinh6 zdr = 192 sinh 6z + 634 sinh 4x — 67451 sinh 2z + %x +C

2.6 Intégrales de types[ F(cosz,sinz)dz ou [ F(coshz,sinhx)dz

20) dx

(2.2)

Pour calculer ces intégrales, on sait que cosh x = coswz et sinh x = sinx, donc il suffit d’étudier

Pexpression f(z) = F(cosz,sinz)dz en utilisant les régles de Bioche suivantes :

1. Si f(m—x) = f(x), on effectue le changement de variable ¢ = sin x ou on effectue le changement

de variable ©v = sinh z.

2. Si f(—z) = f(x), on effectue le changement de variable ¢ = cos z ou on effectue le changement

de variable u = cosh x.

3. Si f(x+m) = f(x), on effectue le changement de variable ¢t = tan x ou on effectue le changement

de variable v = tanh x.



4. Si aucun des cas ci-dessus n’est vérifié, on effectue le changement de variable ¢ = tan 5 et on
utilise les formules

1 1— ¢ 2t
dt = (1 +t}dzx, cosz=-—- et sinez=-—-. 2.3
2( ) 1+¢2 1+¢2 (2:3)
ou on effectue le changement de variable u = tanh § et on utilise les formules
1 1+ u? 2u
du==(1—u®)dx, coshz=-——- et sinhz=-—-:. 2.4
2< ) 1 —u? 1 — u? (24)
Exemples -
1. )
/7 cos xzdzx
o l+sinz
On remarque que
cos(m —z)d(m —x)  cosxzdx
1+sin(r —x)  1+sing’
puisque d(m — z) = —dz, cos(m — x) = —cosx et sin(r — z) = sinz. On effectue le changement
de variable ¢t =sinz. On a dt = cosxzdz et donc
H d Uoat
/ LoSTaT 2 I+t =m2.
o l-+sinz o 1+t
2. Nous allons calculer .
/5 sin xdx
0 cosz +sin’z’
On remarque que
sin(—z)d(—x) _ sinzdz
cos(—z) + (sin(—z))2  cosz + sin’z’
puisque d(—z) = —dz, sin(—z) = —sinx et cos(—z) = cosz. On effectue alors le changement
de variable ¢t = cosz et donc dt = —sinzdz. On obtient alors
/3 sinzdr _/0 a _/1 dt
o cosz+sin’z LtH1—t2 2 —t—1
B /1 dt
0 (t— %)(t _ #)
Or
1 1 < 11 )
(t — 1+2\/5)(t_ 1—2\/5) V5 t—% t— 1—2\/5

PR ERV:]

On déduit alors que
2
t— 1=

a 1
/ El sin zdx 1
- . 5 = —_— = 1n

0 COosx —+ sin”x \/5 5 0

2, V5 -1 2, (3~ V5

= ———In =——In| ——|.
Ve \VB+1 V5 2

Exercices - En utilisant un changement de variables convenable, calculer les intégrales suivantes

T sinzdr n(1+v2) cosh zde ! dx
o[ e e e e

cosz +sinz’ 2+ sinha’ 14 coshz

S

Corrigés -

10



1. On remarque que
sin(r +m)d(x+7)  sinzdr
cos(z + ) +sin(zx +7)  cosa +sin?z’

puisque sin(z 4+ 7) = —sinz, cos(x + m) = —cosz et d(r + z) = dz. On fait alors le changement
de variable u = tanz. On a du = (1 + u?)dx et

sinx sinx Uu

cosz +sinx  cosz(l+ tanx) T 1l+u

/er sin zdx B /1 udu
o cosx+sinz  Jy (14+u)(l+u2)

Or la décomposition en éléments simples de Wulﬂﬂ) est donnée par

et donc

u _1 u—+1 1
T4+u)(IT+u2) 2\14+u2 1+4+u)’
On déduit que

i ginzdr 1 o1 1 11 1
/0 m = Z [1n(1—|—u )]0+§[ar0tanu]0 — §[IH|1+UH0
1 T 1 1 7r
= -In24+4-—-—-In2=—-In2+ —.
R R R Bk
2. On remarque que
cos(m —z)d(m —x)  cosxzdx
2+sin(r—z)  14sina’
puisque d(m — z) = —dz, cos(m — z) = —cosz et sin(r — x) = sinz. On fait le changement de
variable v = sinhx. On a du = coshzdz et donc
W(1+V2) cosh zda b odu 3
S = = 1 2 ! :1 =
/0 2 + sinhz /0 2+u [In 2+ ul] "9

3. On remarque qu’aucune des trois regles de Bioche n’est valable dans ce cas. On pose alors
u =tanh 5. On a

1 1 2
du=-(1—-u%)dx et coshx= Rl
2 1 —wu?
et donc
1 tanh(3)
dx 2 1
B — = d == t h -~ ).
/0 1+ coshz /0 u=tan (2)

2.7 Calcul des intégrales de type [ F(z,va? + bx + ¢)

Pour calculer ces intégrales, on écrit alors

) b\? b2
x +bx+c:<x+2> +<c—4>

b
X::L‘—I—§, et A =b%—4c

si on pose

on a alors

ainsi on distingue plusieurs cas :

11



1. Si A =b%—4c = 0. Dans ce cas, 2> +bx +c = (z+ %)2 et on se ramene a calculer la primitive
d’une fraction rationnelle en x.

2. Si A =0b%—4c<0. Alors

b)> 1
ac2—|—b$—|—c:<x+2> +a?=X?+a% avec a:§\/— ,
R(z,

et on se ramene & calculer

(z, vV X? + a?). On effectue alors le changement de variable

—

b
asinht:X:x—i—i

et ainsi

V2?2 +bx + c = acosht.

On est alors ramené au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle en cosht et sinht.

3. Si A=0b%—14¢>0. Alors

b2 1
x2+bx+c:<x+2) —a*=X*+a® avec azix/gv

et on se ramene a calculer [ R(z,vX? — o?). On effectue alors le changement de variable

b
acosht:X:x+§

et ainsi

V22 4+ bx + ¢ = asinht.

On est alors ramené au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle en cosht et sinht.

4. Si on se rameéne a calculer des intégrales de type [ R(z,va? — X?) On effectue alors le chan-
gement de variable
asint = X

Va2 — X2 = q|cost|.

On est alors ramené au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle en cost et sint.

et ainsi

Exercice - Calculer

1
1. / V1+222dx
0

! 1
2. / 1 &
0o VzZ+2x+5
1
3./\/7x2+x+1dm
0

Corrigé

1. On pose sinht = v/2x et donc /2dx = coshtdt. Pour 2 = 0, on t = argsinh(0) = 0 et pour = = 1,
t = argsinh(v/2) = In(v/2 + v/3) car on a

argsinhz = In(x + V1 4 22). (2.5)

12



Ainsi

O\b—‘
q
)
Hl\'}
QU
5

|

2 In(v2+v3)
g / V1 + sinh? ¢ cosh tdt
0
\/5 /ln(ﬂJr\/g)

cosh? tdt

0
5 [In(vV2+V3)
v2 / (1 + cosh(2t))dt

= \[(ln(\[Jr V3)) + \f [Slnh(2t)}gn(\/§+\/§)
= f( (f+f))+£smh<n(\/§+\/§)2> i

Or
sinh <1n(\/§ + \/3)2) — sinh(In(5 + 2V6))
1 1
- 5 (6420~ )
_24+410V6 _
T 5+2V6 2/6.
Finalement
/ V14222de = — ln\f—l—\f)) \/
2. On a

1
V2425 +5=/(z+1)2+4=2/(=

2(:c+ 1))2 +1.

Ainsi on pose 2sinht =1+ z et donc dx = 2coshtdt. Pour x = 0, on t = arg sinh(%) et pour
x =1, t =argsinh(1)

1 1
1
——————=dx = |argsinh(z(z+1
| =—— sinh(5 e+ 1)
1
= argsinh(1) — argsinh (2> .
Or
argsinhx = In(z + /1 + 22) (2.6)

et finalement

0o VvV« X

3. On a

13



Ainsi on pose

Or

car

d’ou

V5

1
| Ve T
0

sin (2 arcsin(%))

Vo e [-1,1]

1
/ Vit + lde
0

TSint:xf% et donc dzr =

é cos tdt.

5/arcsin(\}g
4 —arc-sin(%
5/arcsin(\}g)
4 —arcsin(%

S/arcsin(\}g)
8 — arcsin (-

NG

| cost| costdt
cos? tdt
(14 cos2t)dt

5 arcsin(%)
—6 [Sln(2 )]_ ax’CSin(E’%

)+ gsi (2 arcsin(\}g)> :

) +

1 arcsin(

5

Sl- 5

1 arcsin(

2sin <arcsin(\}5)> cos <arcsin(\}g)>
4

5

cos (arcsin(z)) V1—a?

5
1 arcsin(—=) + =.

14
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